
Poèetní èást 2 - 10.6.2021

3. Funkce f je spojitá na kompaktní mno¾inì M , má tedy zde maximum i mini-

mum. Dále f je evidentnì spojitì diferencovatelná. Na vnitøku M o mno¾iny M
musí v bodì extrému platit

0 = ∇f = (y, x,−e−z).

Jeliko¾ e−z 6= 0, pak f se musí nabývat extrémù na hranici ∂M . Uva¾ujme

nejprve èást

∂M1 := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, |z| < 1}.

Pro bod extrému a na ∂M1 musí platit

λ∇g(a) = ∇f(a), λ ∈ R, g(x, y, z) = x2 + y2 − 1.

To vede na

λ(2x, 2y, 0) = (y, x,−ez).
Tato rovnice ale nemá ¾ádná øe¹ení. Dále uva¾ujme

∂M2,± := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 1, z = ±1}.

Pro bod extrému a na ∂M1 musí platit

λ∇g±(a) = ∇f(a), λ ∈ R, g±(x, y, z) = z ∓ 1.

To vede na

λ(0, 0, 1) = (y, x,−e−z)⇒ x = y = 0, z = ±1.
Koneènì na kru¾nicích

K± = {(x, y, z) : , x2 + y2 = 1, z = ±1}

musí v bodì extrému a platit

λ1∇g±(a) + λ2∇g(a) = ∇f(a), λi ∈ R, i = 1, 2,

λ1(0, 0, 1) + λ2(2x, 2y, 0) = (y, x, e−z),

2λ2x = y, 2λ2y = x⇒ x = ±y.

Podezøelé body tedy jsou (0, 0,±1), (± 1√
2
,± 1√

2
,±1), kde znaménka jsou na

sobì zcela nezávislá, celkem tedy máme 10 bodù. Dosazením zjistíme, ¾e glo-

bální maxima jsou v bodech ( 1√
2
, 1√

2
, 1), (− 1√

2
,− 1√

2
, 1) a globální minima v

bodech ( 1√
2
,− 1√

2
,−1), (− 1√

2
, 1√

2
,−1).
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4. Platí

∂F

∂y
(0, 1) = (3y2 + 1)|x=0,y=1 = 4 6= 0,

z vìty o implicitní funkci tedy plyne, ¾e existuje δ > 0 a právì jedna funkce

y = y(x) : (−δ, δ)→ R, která splòuje F (x, y(x)) = 2, 1 = y(0). Dále z derivace

slo¾ené funkce dostaneme

0 =
d

dx
F (x, y(x)) =

∂F

∂x
+
∂F

∂y

dy

dx
= 2x+ (3y2 + 1)y′,

0 =
d2

dx2
F (x, y(x)) =

d

dx

(∂F
∂x

+
∂F

∂y

dy

dx

)
=
∂2F

∂x2
+

∂2F

∂x∂y

(dy
dx

)2
+
∂F

∂y

(dy
dx

)2
= 2 + (3y2 + 1)y′′.

Pro x = 0 a y = 1 dostaneme:

y′(0) = 0, y′′(0) = −2

4
=
−1
2
.

Funkce y má tedy skuteènì v bodì x = 0 lokální maximum.
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